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Problema 1
Punto 1 Chiamiamo y il raggio di λ e E il punto di contatto tra γ e λ.

Allora il segmento PQ passa per E e dunque vale

PQ = x+ y.

Poiché PB = 1− x e BQ = 1− y, dal teorema di Pitagora abbiamo

(1− x)2 + (1− y)2 = (x+ y)2,
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espandendo i quadrati e svolgendo i calcoli otteniamo

1− 2x+ x2 + 1− 2y + y2 = x2 + 2xy + y2,

2− 2x− 2y = 2xy,

1− x = y(1 + x),

y =
1− x
1 + x

.

Punto 2 Cominciamo osservando che il dominio della funzione è tutto l’in-
sieme R dei numeri reali escluso il punto x = −1, dove il denominatore
si annulla. Negli intervalli (−∞,−1) e (−1,+∞) la funzione è continua.
L’unico zero della funzione si ha per x = 1.
Calcoliamo il limiti della funzione per x che tende a ±∞ e ±− 1:

lim
x→+∞

1− x
1 + x

= −1,

lim
x→−∞

1− x
1 + x

= −1,

lim
x→−1+

1− x
1 + x

= +∞,

lim
x→−1−

1− x
1 + x

= −∞.

Dunque f ha un asintoto orizzontale (la retta y = −1) e un asintoto verticale
(la retta x = −1). La derivata di f è data da

f ′(x) =
−1(1 + x)− 1(1− x)

(1 + x)2
= − 2

(1 + x)2
,

ed è quindi sempre negativa per x 6= −1. In particolare, la funzione non
ammette massimi o minimi locali. Inoltre nell’intervallo (−∞,−1) essa è
strettamente decrescente, cos̀ı come nell’intervallo (−1,+∞). Per concludere
che f è invertibile basta osservare che x ∈ (−∞,−1) implica f(x) < −1
e x ∈ (1,+∞) implica f(x) > −1. Per calcolare l’inversa di f poniamo
y = f(x) e risolviamo (in x) l’equazione

1− x
1 + x

= y,

ottenendo
1− y
1 + y

= x.

Questo vuol dire che l’inversa di f è f stessa. Il grafico dell’inversa, in
particolare, sarà uguale al grafico di f (o, che è lo stesso, il grafico di f è
simmetrico rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante).
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Concludiamo lo studio di f con l’analisi della derivata seconda. Abbiamo:

f ′′(x) =
4

(1 + x)3
,

quindi il suo segno coincide col segno di (1 + x)3. Ergo abbiamo f ′′(x) > 0
se x > −1 e f ′′(x) < 0 se x < −1. Dunque nell’intervallo (−1,+∞) la f è
convessa, mentre nell’intervallo (−∞,−1) la f è concava.
In definitiva, il grafico di f è il seguente:

O 1

y=-1

x=-1

Punto 3 Sappiamo dal punto precedente che nell’intervallo (−1, 1) la funzione
f è positiva. Dunque in tale intervallo f = g e quindi g è derivabile in 0. La
sua derivata è g′(0) = f ′(0) = −2. Dunque l’equazione della tangente a g in
(0, 1) è data da

y = −2x+ 1.

Studiamo ora il problema della tangenza a g in (1, 0). Calcoliamo i limiti
destro e sinistro del rapporto incrementale di g in 1. Ricordando che g(1) =
f(1) = 0 e che per x > 1 vale f(x) < 0 e dunque g(x) = −f(x) abbiamo

limite sinistro: lim
h→0−

g(1 + h)− g(1)

h
= lim

h→0−

f(1 + h)

h
= f ′(1) = −1

2
,

limite destro: lim
h→0+

g(1 + h)− g(1)

h
= lim

h→0+

−f(1 + h)

h
= −f ′(1) =

1

2
.

Dunque la funzione g non è derivabile in 1 e quindi non esiste alcuna retta
tangente al suo grafico in (1, 0). Tuttavia possiamo osservare che 1 è un punto
angoloso di g (nel senso che i limiti destro e sinistro del rapporto incrementale
esistono ma sono diversi), dunque possiamo parlare di tangente a sinistra e
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tangente a destra al grafico di g: esse hanno rispettivamente equazione

y = −1

2
(x− 1),

y =
1

2
(x− 1).

Punto 4 Il segmento OR è verticale e il segmento OS orizzontale. Dunque
l’area cercata è uguale a∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

1− x
1 + x

dx =

∫ 1

0

2

x+ 1
−1 dx = 2

(
log 2−log 1

)
−1 = 2 log 2−1
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